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Uvod

Pri rijeSavanju razliCitih inZenjerskih problema koriste se periodicne funkcije.
Pojavljuju se pod terminom periodicne funkcije, a u ovu skupinu spadaju
trigonometrijske funkcije, sinus i kosinus, koje imaju vaznost u prakticnoj primjeni, a
vode nas do Fourierovih redova.

Ime su dobili po francuskom fizi¢aru Josephu Fourieru (1768-1830), a vazne su u
prou¢avanju signala, titranja, rezonancije i pri rjeSavanju problema vezanih uz obi¢ne i

parcijalne diferencijalne jednadzbe.



1. Periodi¢ne funkcije. Trigonometrijski nizovi

U tehnici i fizici Cesto se susrecemo s periodi¢nim pojavama i procesima.
Znamo da je funkcija f : R — R periodi€na funkcija ako postoji T # 0 takav da vrijedi
Q) f(x + T) = f(x)
za svaki x koji je element skupa R realnih brojeva.

Broj T se tada zove period * funkcije f(x).
! Najmanii pozitivni period T funkcije f(x), koja nije konstanta, ée$ée se naziva
primitivni period od f(x). Npr. primitivni periodi funkcije sinx i funkcije sin 2x su 2x

odnosno «

Grafovi takve funkcije dobivaju se periodi¢nim ponavljanjem grafa unutar bilo kojeg

intervala duljine perioda T.
f(x)
/\\//\//\//

1 T >

Slika 1. Periodi¢na funkcija

Iz toga proizlazi da za bilo koji cijeli broj n:
f(x + nT) = f(x)
dakle svaki viSekratnik
NnT (n=0) od T takoder je period te funkcije.
Ako funkcije f(x) i g(x) imaju period T tada Ce i funkcija
h(x) = af(x) + bg(x) (a, b konstante)

imati period T.



Standardni primjeri periodi¢nih funkcija su sinusne i kosinusne funkcije i napominjemo
da su funkcije f = ¢ = const. takoder periodi¢ne funkcije u smislu definicije, jer

zadovoljavaju uvjet (1) za svaki pozitivan period T.

Nas problem bit ¢e prikaz razli€itih funkcija s periodom 2z kao Sto su:

1. COS X, Sin X, COS 2X, Sin 2X,...., COS nX, SiX nX,....

Redovi koji se pojavljuju unutar ovog poglavlja mogu se zapisati u obliku

trigonometrijskog izraza:

(2) a, +a, Cos X +b, sin X+ a, cos2x +b, sin2x +...

gdje su a,,a,,a,,...a,,b,b,,..b, ... realne konstante.

Ovakvi redovi se nazivaju trigonometrijski redovi, a ¢lanovi a i b, se nazivaju

koeficijenti trigonometrijskog reda. Vidljivo je da svaki ¢lan ovog reda ima period 2x.

Ako trigonometrijski red konvergira, suma ¢e biti funkcija s periodom 2.
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Slika 2. Sinusne i kosinusne funkcije sa periodom 2z

Periodi¢ne funkcije koje se pojavljuju u inZenjerskim problemima su Cesto

komplicirane i pozeljno je predoditi takve funkcije kao jednostavne periodi¢ne funkcije.



Vidljivo je da se bilo koja periodi¢na funkcija f(x) s periodom 27 moze aproksimirati
trigonometrijskim redom, koeficijenti u (2) mogu se izvesti u terminima funkcije f(x)

(primjeri vezani uz vibracije i oscilacije).

2. Fourierovi redovi. Eulerove formule

Pretpostavimo da je f(x) periodi¢na funkcija s periodom 27, koju moZzemo

prikazati trigopnometrijskim redom.
@ f()=a,+> (a,cosnx+b, sinnx)
n=1
Zelimo odrediti koeficijente a, i b, u odgovarajué¢em redu (1). Prvo

izraCunavamo koeficijent ap integrirajuci izraz (1) s obje strane od —z do 7 i dobiva se:
]]' f (x)dx = ?{ao + i (a,cosnx+b_sin nx)}dx
—z —z n=1
Parcijalna integracija daje nam sljedecu jednakost:
7]' f (x)dx =&, 7]'dx + i (a, 7]'cos nxdx +b, 7].sin nxadx)
- -z n=1 _ z

Prvi dio izraza na desnoj strani jednak je 2rag dok su ostali integralni izrazi jednaki

nuli, te provedbom integracije dobivamo:

1 T
@ & :Z_£ f (x)dx

podrucje ispod krivulje funkcije f(x) od —r do = podijeljeno s 2x.



Sada ¢emo redom izraCunati koeficijente a, a,,... slicnim postupkom .

Mnozit cemo s cos mx, gdje je m bilo koji fiksni pozitivan broj. Slijedi:

3) j f (x) cos mxdx = j[ao - Z_l: (a,cosnx+Db, sin nx} COS mxadx

- -

Integrirajuci Clan po ¢lan proizlazi da je desna strana jednaka:

V.4 0 V.3 T
3, I COS mxadx + Z {an j COS NX cos mxdx + b, .[sin NX COS mxdx}
-z n=1

- -7
Prvi integral i zadniji integral jednaki su nuli zato jer je podintegralni izraz neparna

funkcija.

Primjenjujuéi svojstva parnosti i neparnosti funkcije na drugi integral dobivamo izraz:

Icos NX oS mxadx = % j cos(n-+m)dx +% j cos(n—m)dx

-
U ovoj formuli prvi integral s desne strane jednak je nuli za svaki m i n koji se uzimaju
u obzir i posljedniji integral takoder je jednak nuli kada je n=m ili iznosi 7 za svaki

n=m . Proizlazi da je desna strana (3) jednaka ann i dobiva se :

(4) a, :l jf (x) cosmxdx
T
d m=1,2...

Konagno mozemo izraCunati koeficijente by, by,... u (1) pri Cemu mnozimo sa sin mx,
gdje je m bilo koji fiksni pozitivan broj.

Integracijom dobivenog izraza od —& do 7 dobivamo:

(5) _[ f (x)sin mxdx = I{ao + Z(an cosnx+b, sin nx}sin mxadx
- - n=1

Integrirajuci Clan po ¢lan, vidimo da je desna strana izraza jednaka:
- -

T © V4 V.4
a, Isin mxdx+2{an jcosnxsinmxdx+bn fsinnxsinmxdx}
.y n=1

Prvi integral jednak je nuli. Sljededi integral je poput onih koji su razmatrani ranije i

takoder je jednak nuli za svakin =1, 2,...



Posljednji integral mozZe se transformirati u izraz (1) i dobivamo:

J.sin nxsin mxdx = % jcos(n — m)xdx—% jcos(n + m) xdx

-7
Posljednji ¢lan ovog izraza jednak je nuli. Prvi ¢lan s desne strane jednak je nuli za
svaki n=m iliiznosi m za svaki n=m.

Kao i u izrazu (5) i ovaj je Clan pomnozen faktorom by,. Desna strana izraza (5) postaje
b, dakle:

b, _1 If(x)sin mxdx m=1, 2,...
72.*72'

Upisujuci n umjesto m u ovu formulu i u (4), zajedno ¢emo dobiti Eulerove formule:

1 v
a =— | f(x)dx
@ & 27[_{ (x)
a —li]f(x)cosnxdx
6) (b) n—ﬁ_” n=1, 2,...

17 i
b == | f(x)sinnxdx
© b ﬂ_}[ (X)

Pomocu periodi¢ne funkcije f(x) s danim periodom 27 , moZemo izraCunati koeficijente

ani by, prema (6) i formirati trigonometrijski niz:
(7)  a,+a,cosx+b sinx+a,cos2x+b,sin2x+...+a, cosnx+b_ sinnx +. .,

Ovaj red se naziva Fourierov red i odgovara f(x) i njene koeficijente nazivamo

Fourierovi koeficijenti funkcije f(x).

Zbog periodi¢nosti podintegralnih funkcija, interval integracije u (6) moze se zamijeniti

s bilo kojim intervalom duljine 2z, npr. intervalom 0<x<2r.



Iz definicije odredenog integrala slijedi Cinjenica da ako je funkcija f(x) neprekinuta ili
samo po dijelovima neprekinuta integral te funkcije u (6) postoji i mozemo izraCunati

Fourierove koeficijente za danu funkciju prema (6).

TEOREM 1

Ako imamo periodi¢nu funkciju f(x) sa periodom 2 koja je djelomi¢no neprekidna
unutar intervala —z <x < i ukoliko postoji njena derivacija i s lijeve i sa desne strane
u svakoj tocki unutar intervala integracije tada za odgovarajuéi Fourierov red kazemo

da je konvergentan.

PRIMJEDBA: Ukoliko Fourierov red odgovarajuce funkcije f(x) konvergira, kao $to je
objasnjeno u teoremu 1, red se naziva Fourierovim redom funkcije f(x) pa mozemo
pisati:

f(x)=a,+@a,cosx+Db sinx+a,cos2x+h,sin2x+...+a, cosnx +b, sinnx +...
i kazemo da f(x) predstavlja Fourierov red doti¢ne funkcije.
Kako je ovaj niz konvergentan, i novodobiveni red imat ¢e sumu jednaku sumi
originalnog reda pa mozemo pisati:

f(x)=a,+ > a, cosnx+b, sinnx
n=1



3. Parne i neparne funkcije

Funkcija y = g(x) je parna ako g(-x) =g(x) za sve x. Graf ovakvih funkcija simetri¢an je
s obzirom na ordinatu .

Za funkciju h(x) kazemo da je neparna ako vrijedi h(-x) = -h(x).
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Slika 3. Parna funkcija Slika 4. Neparna funkcija

Funkcija cos nx je parna funkcija dok je sin nx neparna funkcija. Ako je funkcija g(x)

parna funkcija tada vrijedi:

®  [o0od=2]g00dx

Ako je funkcija h(x) neparna tada vrijedi :

@  [he)dx=0

Formule (1) i (2) proizlaze iz grafova tih funkcija Sto se vidi s grafova funkcija g i h.
Produkt funkcija q = gh, pri Cemu je g parna funkcija, a h neparna funkcija je neparna

funkcija jer:

q(=x) = g(=x)h(=x) = g(x) ~h(x) =-q(x)

Stoga ako je funkcija f(x) parna tada je f (x)sinnx neparna i Fourierov koeficijent

bn = 0. Sli¢no ako je funkcija f(x) neparna tada je i funkcija f (x)cosnx



(m=n) takoder neparna,a koeficijent a, = 0.
Iz ovog i relacije (1) proizlazi:

TEOREM 1.
Fourierov red bilo koje parne periodi¢ne funkcije s periodom 2 je kosinusni Fourierov

red koji zapisujemo:
(3) f(x)=a,+ Zn: (a, cosnx)
n-1
s koeficijentima....
4 % =§;ff(x)dx a, =§3f(x)cosnxdx n=1.2...

Fourierov red bilo koje neparne periodi¢ne funkcije perioda 2x je tzv. sinusni Fourierov

red koji zapisujemo:

& f(x)=3b,sinnx
n=1

s koeficijentima
27 i
b, =— Jf (x)sin nxdx
7 0

Daljnja pojednostavljenja proizlaze iz slijedeceg teorema:

TEOREM 2.
Fourierovi koeficijenti sume f;+ f, su suma odgovarajucih Fourierovih koeficijenata od
f1ifo.

10



4. Funkcije koje imaju proizvoljan period

Prijelaz iz funkcije perioda 2 na funkcije koje imaju period T prili¢no je
jednostavan zbog toga Sto se moze provesti izmjena skale. Naime, ako je f(t) ima
period T, tada moZemo uvesti novu varijablu x tako da nova funkcija f(t), kao funkcija

od x, ima period 2. Ako stavimo:

T
(1) (@) t=—xX onda je
27
(b) X= 2—ﬂt
T

i x=tm odgovara t=t T/2 Sto znaci da f, kao funkcija od x ima period 27 i mozemo
pisati Fourierov red u sljedec¢em obliku

@ fO= f(ZLX) =a, +§:(an cosnx +b_ sinnx)
T

n=1

Cije koeficijente dobivene iz jednadzbe (6) zapisujemo u ovom obliku i raGunamo
prema slijede¢im formulama
1 V4

T
=— | f(—x)d
@ & 27 1 (ZﬂX)X

17 T
a =— | f(—x)cosnxdx
(6) (b) . ﬂ£ (27r)

17 T i
b == | f(—X)sinnxdx
© b ”_i (2”)

MozZemo primjeniti i ove formule direktno ali promjenom perioda T pojednostavljujemo

jednadzbu:

27
x=2"t ljedi dx="Zdt
T T

11



Interval integracije se mijenja i postaje:

Lol

2 2

Posljedi¢no, dobivamo Eulerove formule:

TI2
1

@ H=r [ttt

-T/2

2 T2 2nr
= | f@ ——dt _
@) (b & T_Tj/z (t)cos = n=1,2...
2 T2 . 2nz
b =— f (t)sin——dt

za Fourierove koeficijente funkcije f(t).

Fourierov red (2) u kojem je varijabla x zamjenjena varijablom t ima sljedeci oblik:

@ ft)y=a,+) (a, cosz_lrl—”t +b_sin 2_?—”0
n=1

Interval integracije u jednadzbi (3), moze se zamijeniti s bilo kojim intervalom duljine T,
primjerice intervalom 0<t<T.

Iz teorema (1) u poglavlju 3. slijedi :

TEOREM 1.
Fourierov red parne funkcije f(t) perioda T je kosinusni Fourierov red :

(5) f(t)=4a, +ian cosz_:]_—”t
n=1

s koeficijentima:

12



T/2

6 27 ¢ ot a =2 27
(6) ao—?é.. (t) _?6[ (t)COS?tt n=1,2...

Fourierov red neparne funkcije f(t) perioda T je sinusni Fourierov red za koji vrijedi:
2n7r
7 f(t)= Zb sin ——
T
s koeficijentima:

8 b = f(t sm—tdt
® b=— [f@sin—

n
0

5. Poluperiodi¢no prosirenje reda

Neka funkcija f(t) ima period T =2I. Ako je ta funkcija parna iz teorema (1) slijedi da je

Fourierov red kosinusni:
= Nz
L f)=a+ Z a, COSTt (f parna funkcija )

s koeficijentima:

| I
@  a, =|1 [f(®at a, =|3 [ (t)COS—tdt n=1,2...
0 0

Ako je ta funkcija f(x) neparna funkcija dobiva se Fourierov sinusni red:
(3) f(t)= ibn sin nl—ﬂt ( f neparna funkcija )
s koeficijentima:
@ b = IE 1jf (t)sin ”I—”tdt
0

f(t)

13



(a) periodicko ponavljanje parne funkcije perioda 2|

fa(t)

(b) periodi¢ko ponavljanje neparne funkcije perioda 2|

14



6. Fourierov integral

Fourierovi redovi su osnovni alat u proucavanju razli€itih problema vezanih uz
periodi¢ne funkcije.

Kako mnogi prakti¢ni problemi ne ukljuuju periodi¢ne funkcije pozeljno je
generalizirati metodu Fourierovog reda i na neperiodi¢ne funkcije.

Ako imamo periodi¢nu funkciju fr(x) sa periodom T i ako T neograni¢eno raste, {j.

T — 0, onda rezultirajuc¢a funkcija f(x) nije viSe periodi¢na.

Imamo periodi¢nu funkciju fr(x) sa periodom T i mozemo ju pisati pomocu Fourierovog
reda:

f.(x)=a, +Z(an cosz_r|1—7rx+bn sinz_rll—ﬂxj

n=1

Ako uzmemo da vrijedi:

2N
=
T
i uvrstimo a, i b, prema Eulerovim formulama, oznacimo varijablu integracije sa v

dobiva se :

1 T/2 2 T12 T/2
fT(x)=? J'ft(u)du+?2{coswnx IfT(u)coswnudu+sinwnx J'fT(u)sianudu

-T/2 n=1 -T/2 -T/2

ako je:
2(n+Y)z 2nz 2«
Wn+1 — Wy = - =
T T T
27
AW=W,_ , —W, = T

onda 2/T=Aw/m

15



i mozemo pisati Fourierov red u obliku

T/2 0 T/2 T/2
(1) fT(x):Tl | ft(u)du+%Z(cos(wnx)Aw [f: ) cosw,odv+sin(w,)Aw [ f; @)sinw,odv

-T/2 n=1 -T/2 -T/2

Taj oblik vrijedi za bilo koji fiksni T, proizvoljno velik ali konacan.

Neka T — « i pretpostavimo da rezultiraju¢a neperiodicna funkcija
f(x)=lim f;(x)

je integrabilna na x osi tj. integral
) ﬂ f (x)|dx

postoji.

Onda 1/T — 0i vrijednost prvog ¢lana da desnoj strani izraza (1) se priblizava nuli.
Takoder, Aw = 271/T — 0 pa je prihvatljivo da beskonacan red (1) postaje

integral od 0 do = koji predstavlja f(x) prema

(3) 1‘(x)=l j(coswx J.fT (v) coswodo + sin wx IfT (u)siandquw
a

0

— 0 — 0

Ako uvedemo supstituciju
(4 AW)= [f@)coswudn B(w) = j f () sin wodv
izraz se moze pisati u obliku
1° .
6G) f(X)=— I(A(W) coswx + B(w)sin WXEIW
A

Ovakav oblik f(x) se naziva Fourierov integral.

Granica reda (1) kada se Aw priblizava nuli nije definicija integrala (3).

16



Dovoljni uvijeti za valjanost izraza (5) su sljededi:

TEOREM 1.

Ako je f(x) po djelovima neprekinuta na svakom kona¢nom intervalu i moze se s

lijeve i desne strane derivirati u svakoj tocki i ako integral (2) postoji onda se f(x)

mozZze pisati pomoc¢u Fourierovog integrala.

U tocki gdje je f(x) prekinuta vrijednost Fourierova integrala je jednaka granicama

lijeve i desne strane funkcije f(x) u toj toCki prekida.
Ako je f(x) parna funkcija, onda je B(w) = 0 u izrazu (4) i slijedi izraz
©  AWw)=2 j f () coswodo
0
a (5) se moze pisati u jednostavnijem obliku

7 f(X)= 1 jA(w) coswxdw
7T 0

Ako je f(x) neparna funkcija, onda je A(w) = 0 i slijedi
©® Bw)=2[f@)sinwodo

0
i (5) se moze pisati prema

© f(x) :1 IB(W)sin wxdw
T g

17



7. Ortogonalne funkcije

Neka su gm(X) i gn(X) realne funkcije koje su definirane u intervalu a<x<bi neka
postoji integral produkta g,(x)g,(x)na tom intervalu. Integral ¢emo oznaciti

kao(g,,,0,) . Prema tome:

® (9 90) = [8,()9, ()0

Za funkcije kaZzemo da su ortogonalne u intervalu a<x<bako je integral (1) jednak
nuli:

@ (90 90) = [0, (0)g, (x)dx =0 (m#n)

Skup realnih funkcije g,(x),d,(x),9,(x),... zovemo ortogonalni skup funkcija u intervalu

a<x<bako su te funkcije definirane u tom intervalu i ako je izraz (2) jednak nuli za
sve parove razlicitih funkcije u tom skupu.

Ne-negativan korijen od (g,,9,) Se zove norma od g,(X) i obiéno se oznaCava
sa||g,,|; prema tome

@ [90]=(9n 9,) = [ [9." (x)x

Osnovna pretpostavka. Sve funkcije koje se pojavijuju su ograni¢ene i imaju svojstvo
da integrali koji se pojavljuju postoje i da njihove norme nisu nula.

Ortogonalni skup 0;,0,... u intervalu a<x<bdije funkcije imaju normu 1
zadovoljavaju relaciju:

om=n m=1,2,...

b
(4) (gm’ gn) - Igm(x)gn(x)dx — 1m=n n=1,2,...

Takav skup se naziva ortonormiran skup funkcija u intervalu a<x<b.
Vidljivo je da iz ortogonalnog skupa mozemo dobiti ortonormiran skup dijeljenjem
svake funkcije s njezinom normom u intervalu koji razmatramo.

18



Gledajucéi izvod Eulerove formule (6) iz poglavlja 2.
1 T
(a) a.o — z J. f (X)dX
a = 1 7]‘ f (x) cos nxdx
© ® &=

17 i
b == | f(x)sinnxdx
c b ﬂ_}[ (X)

za Fourierove koeficijente, vidimo da smo jedino slijedili Cinjenicu da je skup
1,cos x,Sin x,cos 2x,sin 2X,... ortogonalan na intervalu duljine 27 .

To upucuje na mogucnost prikaza zadane funkcije f(x) pomocu bilo kojeg
ortogonalnog skupa (6) gi(x), g2(x)... oblika:

f(x)= chgn (X) =¢,8,(X) +¢,9,(X) +...
n=1
i izraCunavanja koeficijenata cs, c»,...kao u poglavlju 2.
Ako taj red (6) konvergira i predoCuje f(X) nazivamo ga generaliziran Fourierov red
funkcije f(x), a njegove koeficijente nazivamo Fourierovim konstantama funkcije f(x)

S obzirom na taj ortogonalni skup funkcija.

Da odredimo konstante, mnozimo obje strane izraza (6) s g,(x)i integriramo u

intervalu a<x<b u kojem su funkcije ortogonalne (pretpostavimo da je parcijalno
integriranje dopusteno) i dobivamo:

{1009, (dx=3"c, [9,009, (x)ox

a

Integral za koji je m=n jednak je kvadratu iznosa|g,, | ,dok su ostali integrali jednaki
nuli jer su funkcije medusobno ortogonalne. Prema tome:

b
@ [fga0x=c,|g,[

i,

M) 6= [£(09,(0dx

2
|9 2

19



Ako je skup funkcija ortonormiran tada Fourierove konstante zadovoljevaju Besselovu
nejednakost:

b

@) c’+Cl+C+...< jf ?(x)dx
a

Zato red na lijevoj strani konvergira pa:

c,»>0prin—>w

20
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